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ВВЕДЕНИЕ

При	 интерпретации	 дан‑
ных,	 полученных	 в	 ходе	 натур‑
ных	 акустических	 эксперимен‑
тов	 в	 океане,	 нередко	 возникает	
потребность	 в	 идентификации	
лучей	 и/или	мод,	 формирующих	
звуковое	 поле	 в	 области	 приема	
сигнала.	Для	решения	этой	задачи	
часто	используется	явление	меж‑
модовой	 дисперсии,	 благодаря	
которому	сигналы,	распространя‑
ющиеся	 вдоль	 различных	 лучей,	
могут	разделяться	во	времени.	За‑
тем	можно	попытаться	рассчитать	
траектории	соответствующих	лу‑
чей	в	рамках	приближения	геоме‑
трической	акустики.

К	 сожалению,	 приближение	
геометрической	 акустики	 явля‑
ется	 полноценно	 справедливым	
только	в	коротковолновом	преде‑
ле,	поэтому	его	использование	для	
моделирования	 низкочастотных	
сигналов	 всегда	 вызывает	 много	
вопросов	[1–3].	Более	того,	луче‑

вой	метод	является	удобным	сред‑
ством	 только	 в	 случае	 упрощен‑
ных	моделей	океанической	среды,	
не	включающих	в	себя	различные	
случайные	неоднородности.	Вклю‑
чение	последних	в	модель	может	
привести	к	неустойчивости	луче‑
вых	траекторий	при	сколь	угодно	
малых	отклонениях	начальных	ус‑
ловий	(неустойчивость	по	Ляпуно‑
ву),	что	неминуемо	повлечет	за	со‑
бой	резкое	возрастание	количества	
лучей,	требуемого	для	корректного	
воссоздания	картины	принимаемо‑
го	сигнала	[4–7].	Данный	эффект	
оказывается	весьма	значимым	при	
дальнем	 распространении	 звука.	
При	волновом	моделировании	про‑
блема	неустойчивости	по	Ляпуно‑
ву	не	возникает,	однако	хаотиче‑
ское	 поведение	 лучей	 проявляет	
себя	 и	 в	 этом	 случае:	 акустиче‑
ское	поле	на	больших	расстояни‑
ях	 от	 источника	может	 ощутимо	
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реагировать	на	малые	возмущения	
среды	[1,	8].	Поскольку	в	акусти‑
ческих	экспериментах	практически	
всегда	 присутствует	 некоторый	
дефицит	информации	о	состоянии	
среды,	данное	обстоятельство	су‑
щественно	осложняет	сопоставле‑
ние	 экспериментальных	 данных	
с	данными	численного	моделиро‑
вания.

Многообещающим	 путем	 ре‑
шения	указанной	проблемы	явля‑
ется	моделирование	 с	 помощью,	
так	называемых	устойчивых	ком‑
понент,	 представляющих	 собой	
волновые	пакеты	с	минимальной	
неопределенностью	[9–11].	Акку‑
ратное	 выделение	 таких	 пакетов	
из	общей	структуры	акустического	
поля	требует,	вообще	говоря,	зна‑
ния	его	непрерывного	вертикаль‑
ного	профиля.	В	настоящей	работе	
предлагается	метод,	позволяющий	
рассчитать	непрерывный	профиль	
по	 данным	 точечных	 измерений	
с	помощью	гирлянды	одиночных	
приемников.	В	 качестве	 одиноч‑
ных	приемников	могут	выступать	
как	комбинированные	приемники,	
позволяющие	измерять	комплекс‑
ную	 амплитуду	 акустического	
поля,	так	и	обычные	гидрофоны.	
Сама	по	себе	возможность	восста‑
новления	непрерывного	профиля	
акустического	поля	по	точечным	
измерениям	 следует	 из	 теоремы	
Котельникова.	 В	 основе	 пред‑
лагаемого	 здесь	 подхода	 лежит	
математический	 метод,	 исполь‑
зуемый	 как	 средство	 эффектив‑
ного	 численного	 моделирования	
многочастичных	задач	квантовой	
механики	[12].	Вообще	говоря,	ис‑
пользование	 методов	 квантовой	
теории	в	задачах	подводной	аку‑
стики	стало	уже	довольно	распро‑
страненным	явлением.	Достаточно	
вспомнить	внедрение	в	акустику	
океана	 теории	 случайных	 мат‑
риц	[6,13–16]	или	использование	
плотности	 квазивероятности	 для	
расчета	углового	спектра	акусти‑

ческого	поля	[17–19].	Также	отме‑
тим,	что	идейно	похожий	подход	
используется	 для	 оценки	 про‑
странственного	спектра	звукового	
поля,	создаваемого	турбулентным	
вихрем	[20,	21].

Статья	построена	следующим	
образом.	В	разделе	1	приводится	
краткое	 изложение	 метода	 дис‑
кретного	представления	перемен‑
ных,	 лежащего	 в	 основе	 данной	
работы.	Раздел	2	посвящен	числен‑
ному	 тестированию	 метода	 для	
случая	гирлянды	гидрофонов,	пе‑
рекрывающей	всю	водную	толщу.	
В	разделе	3	рассматривается	слу‑
чай,	когда	акустическое	поле	ло‑
кализовано	 внутри	 некоторого	
интервала	глубин	вследствие	нали‑
чия,	например,	приповерхностного	
или	придонного	звукового	канала.	
В	Заключении	обсуждаются	даль‑
нейшие	перспективы	представлен‑
ного	метода.

1. Метод дискретного 
представления переменных
Рассмотрим	акустический	вол‑

новод	 с	 граничными	 условиями	
на	 поверхности	 воды	 (z	 =	 0)	 и	
на	дне	(z	=	L),	имеющими	общий	
вид:

,

 ,	
(1)

где	F1	и	F2	–	 	некоторые	функции,	
а	 C1	 и	 C2	 некоторые	 константы.	
Предположим,	 что	 данный	 вол‑
новод	 допускает	 ограниченное	
количество	 распространяющихся	
мод	M,	т.	е.	все	моды	с	номерами	
m > M	достаточно	быстро	затухают	
из‑за	поглощения	в	дне.	Другими	
словами,	 если	 точка	 наблюдения	
акустического	 поля	 достаточно	
удалена	 от	 источника	 звука,	
то	поле	в	ней	формируется	неко‑
торым	числом	волноводных	мод,	
не	 превышающим	M.	Во	 многих	
случаях	коэффициент	поглощения	
акустической	моды	плавно	зависит	

от	ее	номера,	поэтому	величина	M 
зависит	от	расстояния.

Зафиксируем	 положение	
точки	 наблюдения	 акустическо‑
го	 поля	 и	 зададимся	 целью	 вос‑
произвести	 акустическое	 поле	
по	 данным	 точечных	 измерений	
на	некотором	дискретном	наборе	
глубин,	на	которых	мы	располо‑
жим	 гидрофоны.	 Нам	 поможет	
метод,	 известный	 в	 квантовой	
механике	 как	 дискретное	 пред‑
ставление	 переменных	 (discrete	
variable	representation).	Описание	
этого	метода	можно	найти,	напри‑
мер,	в	обзоре	[12].	Суть	его	заклю‑
чается	в	следующем.	Рассмотрим	
некоторый	 набор	 ортогональ‑
ных	базисных	функций
,	 удовлетворяющий	 граничным	
условиям	(1).	Положим,	что	аку‑
стическое	поле	 	может	быть	
представлено	 как	 суперпозиция	
первых	N функций	этого	набора.	
Математически	это	можно	выра‑
зить	следующим	образом:

  
(2)

Используя	 данный	 базисный	
набор,	 можно	 представить	 глу‑
бину	z	в	виде	квадратной	матрицы	
Q	с	элементами

 	 (3)

Для	 нас	 имеет	 значение	
не	столько	сама	матрица	Q,	сколько	
ее	 собственные	 значения	  
и	 векторы.	 Пусть	V	–	 	матрица,	
столбцы	которой	являются	собст‑
венными	векторами		Q.	Тогда	мы	
можем	 сконструировать	 новый	
базисный	набор,	состоящий	из	так	
называемых	функций	дискретного	
представления	переменных	(ДПП):

 	 (4)
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Акустическое	поле	может	быть	
представлено	 в	 виде	 разложения	
по	функциям	ДПП:

 	 (5)
где

 	 (6)

Ключевым	преимуществом	ба‑
зиса	функций	ДПП	является	воз‑
можность	найти	коэффициенты	bα  
по	точечным	измерениям	акусти‑
ческого	поля	на	глубинах,	являю‑
щихся	собственными	значениями	
матрицы	Q,	т.	е.:

 	 (7)

Если	матрица	Q	является	трех‑
диагональной,	 то	 коэффициенты	
	 выражаются	 простой	 форму‑

лой:

 	 (8)

т.	е.	они	не	зависят	от	j.	Таким	об‑
разом,	 производя	 измерения	 аку‑
стического	поля	на	глубинах	 ,	
где	 	мы	можем	найти	
коэффициенты	 ,	а	затем	восполь‑
зоваться	формулой	(5)	и	найти	пол‑
ное	поле	 .

К	сожалению,	далеко	не	каж‑
дый	 набор	 базисных	 функций	

	обеспечивает	трехдиаго‑
нальность	матрицы	Q.	В	некото‑
рых	случаях	эту	проблему	удается	
решить	 путем	 замены	 перемен‑
ной	z.	С	точки	зрения	подводной	
акустики	 представляет	 интерес	
следующий	набор	базисных	функ‑
ций:

	(9)

отвечающий	граничным	условиям	
Дирихле:

 	 (10)

Условие	обращения	акустиче‑
ского	поля	в	нуль	на	поверхности	
воды	представляется	довольно	ес‑
тественным.	Условие	же	на	ниж‑

ней	границе	соответствует	случаю,	
когда	скорость	звука	испытывает	
резкий	скачок	при	z = L,	но	даже	
в	 этом	 случае	 оно	 выполняется	
лишь	приближенно.	Замена	пере‑
менной:

 	 (11)

позволяет	 добиться	 трехдиаго‑
нального	вида	матрицы	Q.	В	этом	
случае	 ее	 собственные	 векторы	
и	собственные	значения	находятся	
аналитически:

 	 (12)

 	 (13)

Эти	собственные	значения	со‑
ответствуют	глубинам:

 	 (14)

Таким	образом,	получаем,	что	
для	 точной	 реконструкции	 аку‑
стического	 поля	 требуется	 экви‑
дистантная	 цепочка	 гидрофонов,	
перекрывающая	 всю	 толщу	 вол‑
новода.	Впрочем,	как	показано	да‑
лее,	 при	 определенных	 условиях	
последнее	требование	может	быть	
существенно	 снижено.	 Соответ‑
ствующее	 значение	 весового	 ко‑
эффициента	 	 равно	расстоянию	
между	соседними	гидрофонами:

 	 (15)

Отметим,	что	формулы	(5)	и	(7)	
являются	верными	как	для	изме‑
рений	 комплексной	 амплитуды	
акустического	поля,	так	и	для	из‑
мерения	 акустического	 давления	

:

 	 (16)

2. Численная проверка 
алгоритма
В	 качестве	 примера	 рассмо‑

трим	 модельный	 мелководный	

акустический	 волновод	 с	 глуби‑
ной	L	=	100	м.	На	рис.	1	представ‑
лены	 функции	 ДПП	 	 для	
случая	 гирлянды	 из	 9	 гидрофо‑
нов,	расположенных	на	глубинах	

	м.	Как	видно,	каж‑
дая	из	функций	ДПП	преимущест‑
венно	локализована	в	окрестности	
соответствующего	гидрофона.

Рис. 1. Функции дискретного представления 
переменных, соответствующие различным 

значениям параметра 

Зададимся	 вопросом:	 на‑
сколько	 точно	 описанный	 выше	
алгоритм	 воспроизводит	 верти‑
кальный	 профиль	 акустического	
поля?	Для	оценки	степени	точно‑
сти	воспользуемся	функцией	вос‑
производимости:

 	 (17)

 	 (18)

где	uex	–	 	точный	профиль,	подле‑
жащий	восстановлению,	а	uest	–		ре‑
зультат	оценки	по	точечным	изме‑
рениям	с	помощью	формулы	(16).

Согласно	определению,	F	=	1 
при	uex	=	uest	и	стремится	к	нулю	
по	 мере	 ослабления	 перекрытия	
между	 uex	 и uest.	 Положим,	 что	
поле	в	области	приема	имеет	вид	
	гауссова	пакета:

  

 

(19)
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Рис. 2. Профиль акустического давления, 
описываемый формулой (19), при раз-
личных значениях вертикальной длины  

волны 

где	z0	=	L/2 = 50	м,	а	фаза	 	подби‑
рается	так,	чтобы	удовлетворялись	
граничные	условия:
       uex(z = 0) = uex(z = L) = 0.	 (20)

Во	всех	рассматриваемых	ниже	
случаях	 .	 Амплитуда	 A 
не	влияет	на	величину	воспроиз‑
водимости	 и	 может	 иметь	 про‑
извольное	 ненулевое	 значение.	
Примеры	волновых	пакетов,	опи‑
сываемых	формулой	 (19),	 приве‑
дены	на	рис.	2.

плоскости.	Если	обозначить	угол	
скольжения	 как	 ,	 то	 соответст‑
вующая	формула	имеет	вид

 	 (21)

где	c0	–		опорное	значение	скорости	
звука.

Как	 следует	 из	 приведенных	
на	 рисунке	 кривых,	 воспроизво‑
димость	испытывает	резкий	спад	 
при

 ,	 (22)

что	согласуется	с	теоремой	Котель‑
никова,	 которую	 вполне	 можно	
обобщить	 на	 рассматриваемую	
задачу.	 Данные,	 полученные	 для	
волновых	пакетов	с	разными	зна‑
чениями	параметра	 ,	характери‑
зующего	 ширину	 пакета	 по	 глу‑
бине,	 в	 целом	 согласуются	 друг	
с	другом,	хотя	в	случае	 	=	50	м	
спад	является	более	резким	и	бо‑
лее	четко	привязанным	к	критиче‑
скому	 значению,	 определяемому	
формулой	 (22).	 Последнее	 свя‑
зано	с	тем,	что	правая	часть	 (22)	
определяется	в	общем	случае	ха‑
рактерным	масштабом	вертикаль‑
ной	 изменчивости	 волнового	 па‑
кета.	Этот	масштаб	совпадает	с	  
только	если	 ,	т.	е.	волно‑
вой	пакет	является	достаточно	ши‑
роким.	В	противном	случае	огиба‑
ющая	 волнового	 пакета	 вносит	
существенный	вклад	в	спектр	его	
вертикальных	осцилляций.	Таким	

образом,	условие	(22)	приобретает	
некую	дополнительную	«расстрой‑
ку»,	 а	 соответствующее	 падение	
воспроизводимости	 становится	
более	расплывчатым.

3. Волновой пакет, 
локализованный 
по глубине
Как	уже	упоминалось	в	преды‑

дущем	параграфе,	каждая	из	функ‑
ций	ДПП	достаточно	хорошо	лока‑
лизована	по	глубине	в	окрестности	
соответствующего	 гидрофона.	
Положим,	 что	 профиль	 скорости	
звука	 предполагает	 наличие	 до‑
статочно	 узкого	 волновода,	 на‑
пример,	 приповерхностного	 или	
придонного	канала.	Тогда	резонно	
предположить,	 что	 точное	 вос‑
становление	 акустического	 поля	
не	 требует,	 чтобы	 гирлянда	 гид‑
рофонов	 перекрывала	 всю	 вод‑
ную	толщу	–	 	достаточно	ограни‑
читься	лишь	областью	волновода	
и	некоторой,	возможно	малой,	его	
окрестностью.	Для	проверки	этого	
утверждения	рассмотрим	акусти‑
ческое	 поле,	 описываемое	 фор‑
мулой:

 

,

	 (23)

где	 	м,	 	м,	 .
Параметр	g,	характеризующий	

степень	локализации	поля	по	глу‑
бине,	меняется	от	1	до	3,	при	этом	
акустическое	поле	сосредоточено	
на	малых	глубинах.	Это	соответ‑
ствует	 распространению	 в	 при‑
поверхностном	 звуковом	 канале.	
Очевидно,	что	в	этом	случае	для	
восстановления	полного	профиля	
поля	 достаточно	 только	 верхней	
части	гирлянды	гидрофонов.

При	использовании	укорочен‑
ной	 гирлянды	 восстановленный	
профиль	 акустического	давления	
описывается	формулой:

Рис. 3. Зависимость воспроизводимости акустического поля от расстояния между сосед-
ними гидрофонами:  м (а);  м (б)

а б

На	 рис.	 3	 представлена	 за‑
висимость	 воспроизводимости	
от	 расстояния	 между	 соседними	
гидрофонами	 .	Расчёты	произ‑
водились	для	различных	значений	
параметра	 ,	 задающего	 верти‑
кальную	 длину	 волны	 акустиче‑
ского	 поля.	 Эта	 величина	 опре‑
деляется	частотой	 звука,	 а	 также	
углом	скольжения	звуковой	волны	
относительно	 горизонтальной	
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 	,	 (24)

где	 .	 Найдем	 	зависимость	
воспроизводимости	 от	 	глубины	
самого	 нижнего	 гидрофона

.	Расстояние	между	со‑
седними	гидрофонами	 	выбрано	
равным	 5	 м,	 что	 соответствует	
половине	от	критического	значе‑
ния,	устанавливаемого	формулой	
(22).	Согласно	данным,	представ‑
ленным	 на	 рис.	 4,	 нам	 удается	
получить	 достаточно	 высокую	
воспроизводимость,	 перекрывая	

Рис. 5. Точный (штриховая линия) и восстановленный (сплошная линия) профили акусти-
ческого поля. Случай гирлянды гидрофонов, перекрывающей только верхний 40-метровый 

слой океана: g = 1 (а); g = 3 (б)

мы	можем	перекрывать	гирляндой	
только	его.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Настоящая	работа	посвящена	
методу	 восстановления	 верти‑
кального	 профиля	 акустическо‑
го	поля	по	данным,	полученным	
с	помощью	гирлянды	гидрофонов.	
Метод	основан	на	использовании	
так	называемых	функций	дискрет‑
ного	представления	переменных	
(ДПП).	Поскольку	вид	этих	функ‑
ций	 явно	 не	 зависит	 от	 частоты	
сигнала,	 мы	 можем	 без	 труда	
обобщить	 этот	 метод	 на	 случай	
импульсных	звуковых	полей	при	
условии,	 что	 расстояние	 между	
гидрофонами	не	превышает	поло‑
вину	минимальной	вертикальной	
длины	 волны.	 Представленный	
метод	 может	 быть	 использован	
как	 для	 выделения	 устойчивых	
компонент	 акустического	 поля	
[9–11],	так	и	для	эксперименталь‑
ного	измерения	пропагатора	аку‑
стического	поля,	знание	которого	
обеспечивает	практически	полное	
описание	 свойств	 рассматривае‑
мого	волновода	[13–16].

Величина	 воспроизводимо‑
сти	 может	 понижаться	 за	 счет	
некорректного	 учета	 граничных	
условий	при	построении	функций	
ДПП.	Особенно	это	касается	ниж‑
ней	 границы	 волновода.	Однако	

возможная	ошибка	будет	 в	 этом	
случае	сосредоточена	только	в	не‑
посредственной	близости	границ,	
а	 ее	 влияние	 на	 воссоздание	 ос‑
тальной	части	профиля	звукового	
поля	будет	незначительным.

Важнейшей	задачей	для	даль‑
нейшего	исследования	представ‑
ленного	 метода	 является	 анализ	
влияния	сторонних	шумов	на	ка‑
чество	 восстановления.	 Такие	
шумы	 могут	 быть	 связаны	 как	
с	 инструментальными	 погреш‑
ностями	измерения,	так	и	с	океа‑
нической	 средой,	 например,	 это	
могут	быть	поверхностные	шумы	
океана.	Кроме	того,	имеет	смысл	
провести	 анализ	 устойчивости	
метода	 по	 отношению	 к	 малым	
вертикальным	смещениям	гидро‑
фонов,	что	почти	всегда	возникает	
в	 отсутствие	жесткой	 их	фикса‑
ции.

Работа	 частично	 поддер‑
жана	 грантом	 РФФИ	 16‑35‑
60040.	 Часть	 работы	 выполнена	
по	госбюджетной	тематике	ТОИ	
ДВО	 РАН	 «Математическое	
моделирование	 и	 анализ	 дина‑
мических	 процессов	 в	 океане»	
(№	117030110034).	 Автор	 выра‑
жает	 благодарность	 П.С.	Пет‑
рову	 за	 обсуждение	 отдельных	
аспектов	 рассматриваемой	 про‑
блемы,	а	также	М.Ю.	Улейскому	
за	помощь	в	подготовке	иллюстр‑ 
аций.

Рис.  4.  Зависимость  воcпроизводимости 
от глубины самого нижнего гидрофона 

в случае укороченной гирлянды

а б

гирляндой	 гидрофонов	 только	
верхнюю	 половину	 волновода.	
Точность	 восстановления	 пред‑
сказуемо	увеличивается	с	ростом	
g,	 т.	е.	 с	 усилением	 локализации	
по	глубине.	Отклонение	воспроиз‑
водимости	от	единицы	при	доста‑
точно	больших	значениях	zmax	свя‑
зано,	главным	образом,	с	вкладом	
придонного	 «хвоста»	 акустиче‑
ского	поля.	Приповерхностная	же	
часть	акустического	поля	воспро‑
изводится	 практически	 точно.	
Об	 этом	 наглядно	 свидетельст‑
вуют	 данные,	 представленные	
на	рис.	5.	На	нем	точный	профиль	
акустического	поля	сравнивается	
с	 профилем,	 восстановленным	
с	 помощью	 гирлянды	 с	 макси‑
мальной	 глубиной	  
м.	Таким	образом,	если	нас	инте‑
ресует	не	весь	вертикальный	про‑
филь	 поля,	 а	 только	 некоторый	
ограниченный	 интервал	 глубин,	
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